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Dans ce chapitre, nous allons introduire deux formules permettant de calculer rapidement
de grandes puissances de (1 + i)™ et (1 — )", sans utiliser la particularité du nombre i*. Pour
cela, il sera nécessaire d’introduire une nouvelle suite particuliere, nommée suite complexe
de Topsxi.

1 Rappel sur la fonction partie entiéere

Définition:
Soitx e RetneNtelquen <z <n+1.
On appelle fonction partie entiére inférieure la fonction E(x) : R — N définie par E(z) = n.

Cette fonction, généralement notée ||, est appelée tout simplement fonction partie entiére
ou floor function en anglais.

La fonction partie entiére renvoie la partie entiere d’'un nombre réel. Par exemple :
.« [2.58] =2

c 1] =1

* |—4.58] = —5car —5 < —4.58 < —4

Cette fonction joue un role important dans les deux formules a venir ainsi que dans la
définition de la suite complexe de Topsxi.

2 La suite complexe de Topsxi

Les deux formules reposent sur le concept d’'une nouvelle suite particuliere. Cette suite nommée

suite complexe de Topsxi et notée (s,,) a pour vocation de retranscrire la périodicité du nom-
bre i.

Définition 1:
La suite complexe de Topsxi est définie par récurrence de la maniere suivante :

So = 1—1 s
Sp41 = 5n+ZL7J+1

En pratique, pour calculer des termes de la suite s, on utilise la propriété suivante plutdt
que la définition par récurrence.

Propriéte de périodicité :
La suite complexe de Topsxi ne peut prendre qu’'un nombre limité de valeurs. En particulier, la
suite complexe de Topsxi boucle de la maniere suivante :

'Sozl—i
'81:1

* so=1+1

A savoiri2 = —letit =1



® 85:’6

e s4=—1+1
e 55 =—1
e s¢=—1—1
* 57 = —1

° ngl—i:SO

La suite s,, est donc de période 8.

La démonstration se fait par calcul des premiers termes et en remarquant que la définition de
la suite par récurrence ne permet pas de changer la structure de la suite a un n donné.

En utilisant cette propriété, il est tres facile de calculer des termes avec un n élevé. Par
exemple :

* 18 =2 (mod 8) donc s15 =s3 =141
* 2500 =14 (mod 8) donc So500 =S4 = —1+1

La suite complexe de Topsxi présente également des propriétés intéressantes. Ces pro-
priétés seront utiles pour la démonstration des formules de (1 +¢)™.

Propriétés du terme suivant

Soitn e R

Si n est impair, alors (1 + ¢)s,, = s28, = Spt1-
Si n est pair, alors (1 + i)s,, = s25, = 2S,,41-

La démonstration se fait par exhaustivité des cas sur [0, 7]. La propriété de périodicité permet
de généraliser les propriétés du terme suivant a tout n.

Propriété du saut
Soit n € N. Alors s, = —isp10.

La démonstration se fait par exhaustivité des cas sur [0, 7] (n+2 = 9 quand n = 7 mais sg = s1).
La propriété de périodicité permet de généraliser la propriété du saut a tout n.

3 Les formules de calcul

Aprés avoir construit la suite complexe de Topsxi, nous pouvons désormais présenter les for-

mules de calcul pour (1 +4)".
Commengons par (1 + 7).

3.1 Formule pour (1 4 %)™

Théoréme 1: ‘Vn eN,(14i)" =23 x 5,44
ou s, .1 estlen + 1-ieme terme de la suite complexe de Topsxi.




Démonstration par récurrence.

La formule est valide pour le terme n = 0. En effet, (1 +i)° = 1 par convention de 2° = 0. Au
passage, (1 + i) # 0 donc pas de forme indéterminée : la convention s’applique bien. De plus,
QL%J X 841 = 20 x s1 = s1 = 1. On a bien I’égallté

Passons a I'hérédité : Soit un n € N tel que la formule est vérifiée. Alors, on a :

A+)" T =0+ +9)" =55 x (205 x 5,41)

en utilisant I'’hypothése de récurrence et en remarquant que s, = 1 + 1.
Interviens alors la propriété du terme suivant :

+ Sin est pair donc n + 1 est impair, alors

52841 = S(n41)+1 = Snt2 dONC 53 X 2lz] « Spa1 = 2lzl % Sn42

d’apres la propriété du terme suivant appliqué a n + 1 impair.
Or, comme n est pair, alors 3k € N, n = 2k et n + 1 = 2k + 1. Par conséquent,

n n+1

L2J:kett ; n+1

5

| =kdou 5] =
En injectant ce résultat dans la formule précédente, on a:
2l3]) x Spt2 = ZLWTHJ X Sp+2

Ainsi, on a (1 + i)"*! = 2L"3) x s, .5, ce qui prouve 'hérédité pour les termes pairs.

 Sin est impair donc n + 1 est pair, alors

n 41
S$28p41 = 28(n+1)+1 = 28n+2 donc sy x 2L2J X Sp41 = 2L2J+ X Sp42

d’apres la propriété du terme suivant appliqué a n + 1 pair.

Or, comme n est impair, alors 3k e NNn =2k +1letn+1=2k+1+1=2(k+1). Par
conséguent,

n+1

2

n n+1
=k
5l =ket| "

En injectant ce résultat dans la formule précédente, on a :

J:k+1d’oULgJ+1:L |

ntl |
2 X Sp42

olzl+l g, o =2l

Ainsi, on a (1 + i)"*+! = 2L"3) x s, ., ce qui prouve 'hérédité pour les termes impairs.
On a prouvé I'hérédité pour tout n donc la formule est valable pour tout n € N.
|
3.2 Formule pour (1 — )™

Pour concevoir la formule de calcul de (1 — )", on peut se servir de la relation liant (1 + 7) et
(1 —14). En effet,

- () - (3) e

d’apres la propriété du saut appliqué au terme s,.
La formule découle directement de ce constat.

Théoréeme 2: |Vn c N, (1 —i)" = (—i)" x 2L3) x 5,4
ou s, estlen + 1-ieme terme de la suite complexe de Topsxi.

On peut démontrer cette formule de deux manieres, soit en faisant une récurrence comme
avec la premiere formule, soit en se basant sur la propriété du saut.



Démonstration avec la propriéte du saut.
On a précédemment conclu que (1 —4)™ = (—i)™(1 +4)". Comme (1 +i)" = 23] x s, (cette
formule a été démontrée), alors naturellement (1 —i)” = (=)™ x 2L2) x s,,;.

|

Démonstration par récurrence.

La formule est valide pour le terme n = 0. En effet, (1 —4)° = 1 par convention de z° = 0. Au
passage, (1 — i) # 0 donc pas de forme indéterminée : la convention s’applique bien. De plus,
(—i)? x 2L2) x s941 = (—=2i)° x s, = s; = 1. On a bien I'égalité.

Passons a I'hérédité : Soit un n € N tel que la formule est vérifiée. Alors, on a :

(1—3)" = (1—i)(1—i)" = (—i)(1+i)(1—i)" = (—i)sax ((—i)" %25 x5, 1) = sox (=) T 1x2l 3 %, 14

en utilisant I'’hypothése de récurrence et en remarquant que s, = 1 + 1.
Interviens alors la propriété du terme suivant :

» Sin est pair donc n + 1 est impair, alors

An+1

825041 = S(n+1)+1 = Sn+2 donc (72) X 89 X QLSJ X Sp41 = (7i)n+1 X 2|'5J X Sp42

d’aprés la propriété du terme suivant appliqué a n + 1 impair.
Or, comme n est pair, alors 3k € N, n = 2k et n + 1 = 2k + 1. Par conséquent,

n+1
2

n+1
2 J

n

5l =Fket]

| =kdou |5 =1
En injectant ce résultat dans la formule précédente, on a :
(=)™ x 28] x 5,0 = (=) x 2L ) x50

Ainsi, ona (1 — )" = (—i)" x 2L"27) x s, 15, ce qui prouve 'hérédité pour les termes
pairs.

 Sin estimpair donc n + 1 est pair, alors

. n . n4q
$9Sn41 = 28(n1)41 = 28n42 donc (—i)" ! x s9 x 2l3] s, = (=)t x2lEF g

d’aprés la propriété du terme suivant appliqué a n + 1 pair.
Or, comme n est impair, alors 3k e NNon =2k +1letn+1=2k+1+1=2(k+1). Par

conséquent,

ngzketh+1

En injectant ce résultat dans la formule précédente, on a :

n+1
2 J

| =k+1dou L%J+1:L

(=) x 2l g,y = (—i)"FL x 2l X 540

L . . nt1 . T
Ainsi, on a (1 — i)™+t = (—i)"*t! x 2l"37) x s,,.5, ce qui prouve I'hérédité pour les termes
impairs.

On a prouvé I'hérédité pour tout n donc la formule est valable pour tout n € N.



